
Олег Hикифорчин

Вступ до топологiї

Пiдтримано грантом програми
“Talents for Ukraine”

Благодiйного фонду “Київська школа
економiки”

Iвано-Франкiвськ

2024



УДК 515.1
MSC 2020: 54-01

Н62

Пiдтримано грантом програми “Talents for Ukraine” Благодiйного
фонду “Київська школа економiки”.

Схвалено до друку вченою радою факультету математики та iнформа-
тики Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника.

Рецензенти: проф., д.ф.-м.н. М.М. Зарiчний, завiдувач кафедри алгебри,
топологiї та основ математики Львiвського нацiонального
унiверситету iм. Iвана Франка;

чл.-кор. НАН України, проф., д.ф.-м.н. С.I. Максименко,
завiдувач вiддiлу алгебри i топологiї Iнституту математики
НАН України;

проф., д.ф.-м.н. В.К. Маслюченко , завiдувач кафедри мате-
матичного аналiзу Чернiвецького нацiонального унiверситету
iм. Юрiя Федьковича.

Никифорчин, Олег

Н62 Вступ до топологiї / Олег Никифорчин. — Iвано-Франкiвськ: Голiней
О.В., 2024. — 324 с.

ISBN 978-617-95377-8-3

У виглядi курсу лекцiй викладено основи загальної (теоретико-мно-
жинної) топологiї, початки теорiї многовидiв та алгебраїчної топологiї.
Наведено необхiднi факти та поняття з теорiї множин. Розглянуто метри-
чнi та топологiчнi простори, їх вiдображення, основнi типи i властивостi,
зокрема, питання вiдокремленостi, компактностi та метризовностi. Висвi-
тлено основнi властивостi топологiчних i диференцiйовних многовидiв та
вiдображень мiж ними. Подано елементи теорiї гомотопiй iз застосування-
ми до обчислення фундаментальних груп. Кожна лекцiя супроводжується
питаннями та завданнями для самостiйного розв’язування.

УДК 515.1

ISBN 978-617-95377-8-3 c Олег Hикифорчин, 2024



Змiст

Вступ 10

Роздiл I. Множини та їх вiдображення. Метричнi простори 12
Лекцiя 1. Множини. Вiдношення. Вiдображення 12

А. Множини та iндексованi набори 12
Б. Дiї над множинами 13
В. Вiдношення та їх властивостi 14
Г. Функцiї 15
Д. Обмеження 16
Е. Композицiї. Тотожнi вiдображення 17
Ж. Дiаграми та їх комутативнiсть 17

Лекцiя 2. Властивостi вiдображень. Потужностi множин 23
А. Прообрази елементiв та множин 23
Б. Iн’єктивнi вiдображення 24
В. Сюр’єктивнi вiдображення. Вiдношення еквiвалентностi,

фактор-множини та фактор-вiдображення 24
Г. Iн’єкцiї i сюр’єкцiї у композицiях 25
Д. Бiєктивнi вiдображення. Оберненi функцiї 26
Е. Лiвi i правi оберненi вiдображення 27
Ж. Потужностi множин 28

Лекцiя 3. Метричнi простори 34
А. Метрика i метричний простiр 34
Б. Класичнi метрики 34
В. Ультраметрики та псевдометрики 35
Г. Пiдпростори i прямi добутки просторiв 36
Д. Кулi i замкненi кулi 38
Е. Послiдовностi та їх границi 38
Ж. Точки дотику множини. Замкненi множини 40
И. Внутрiшнi точки множини. Вiдкритi множини 40
К. Властивостi замкнених та вiдкритих множин 41
Л. Замикання, внутрiшнiсть i межа 42

Лекцiя 4. Властивостi метричних просторiв 48
А. Скрiзь щiльнi та нiде не щiльнi множини 48
Б. Густина метричного простору 49

3



4 Змiст

В. Фундаментальнi послiдовностi. Повнi та неповнi
простори 50

Г. Повнi пiдпростори 51
Д. Вiдображення, що зберiгають вiдстанi. Iзометрiї 52
Е. Поповнення метричного простору 53
Ж. Мiнiмальнiсть поповнення 54
И. Єдинiсть поповнення 56

Лекцiя 5. Неперервнi вiдображення метричних просторiв 60
А. Означення неперервностi та їх рiвносильнiсть 60
Б. Рiвномiрна неперервнiсть 62
В. Збереження неперервностi обмеженнями та композицiями 63
Г. Неперервнiсть функцiї кiлькох змiнних 64
Д. Добутки вiдображень та їх неперервнiсть 65
Е. Неперервнiсть та вiдкритi множини 66
Ж. Топологiчна еквiвалентнiсть метрик 67
И. Еквiвалентнiсть метрик за Кошi та рiвномiрна

еквiвалентнiсть 69
К. Гомеоморфiзми метричних просторiв 70

Роздiл II. Топологiчнi простори 79
Лекцiя 1. Топологiї та способи їх задання 79

А. Топологiя i топологiчний простiр. Метризовнi i
неметризовнi топологiї 79

Б. Замкненi множини 81
В. Внутрiшнiсть, замикання, межа i похiдна множина.

Внутрiшня точка, точка дотику, гранична точка 82
Г. Оператор замикання i задання топологiї з його

допомогою. Оператор внутрiшностi 84
Лекцiя 2. Бази i передбази. Кардинальнi функцiї 89

А. Задання топологiї базою 89
Б. Чи є сiм’я множин базою? 89
В. Передбаза 91
Г. Бази та передбази замкнених множин 92
Д. Локальна база у точцi 93
Е. Повна система околiв 94
Ж. Скрiзь щiльнi та нiде не щiльнi множини 95



Змiст 5

И. Густина та вага топологiчного простору. Характер
простору в точцi 95

К. Сепарабельнiсть. Перша та друга аксiоми злiченностi 97
Л. Лiндельофовi простори 98

Лекцiя 3. Неперервнi вiдображення топологiчних просторiв 104
А. Неперервнiсть у точцi 104
Б. “Глобальна” неперервнiсть 105
В. Секвенцiальна неперервнiсть 107
Г. Неперервнiсть композицiї неперервних вiдображень.

Гомеоморфiзм 109
Лекцiя 4. Топологiї, визначенi вiдображеннями. Пiдпростори та

фактор-простори 113
А. Перенесення топологiї вздовж вiдображення 113
Б. Пiдпростори 115
В. Неперервнiсть вiдображення та його обмежень 117
Г. Топологiчнi вкладення 118
Д. Фактор-простори 119

Лекцiя 5. Топологiї, визначенi сiм’ями вiдображень. Топологiчнi
суми та добутки 125

А. Фiнальна топологiя. Топологiчна сума 125
Б. Букети та приклеювання 126
В. Iнiцiальна топологiя. Топологiчний добуток 127
Г. Добуток довiльної кiлькостi просторiв 130
Д. Бази та передбази топологiї добутку 132
Е. Декартовi та дiагональнi добутки вiдображень 133

Лекцiя 6. Аксiоми вiдокремлення 140
А. Аксiоми T0 та T1 140
Б. Аксiома T2. Гаусдорфовi простори 141
В. Аксiома T3. Регулярнi простори 142
Г. Аксiома T4. Нормальнi простори 143
Д. Спадковi властивостi 145

Лекцiя 7. Зв’язнiсть та її рiзновиди 150
А. Вiдокремленi множини 150
Б. Зв’язнi множини i простори 150
В. Критерiї зв’язностi 151
Г. Зв’язнiсть дiйсної прямої та промiжкiв на нiй 152
Д. Дiї, що зберiгають зв’язнiсть. Компоненти зв’язностi 153



6 Змiст

Е. Кривi. Лiнiйно зв’язнi множини 155
Ж. Локальна зв’язнiсть та локальна лiнiйна зв’язнiсть 157

Лекцiя 8. Продовження функцiй i функцiональна вiдокремленiсть 162
А. Функцiональна вiдокремленiсть. Тихоновськi простори 162
Б. Велика лема Урисона 163
В. Продовження неперервної функцiї, заданої на

замкненому пiдпросторi 164
Г. Функцiонально вiдкритi та функцiонально замкненi

множини. Досконалi простори 166

Роздiл III. Компактнiсть i метризовнiсть 171
Лекцiя 1. Компактнi множини та простори 171

А. Компактнiсть 171
Б. Злiченна компактнiсть 172
В. Ознаки компактностi та злiченної компактностi 173
Г. Властивостi компактних множин та просторiв 175

Лекцiя 2. Компактнiсть топологiчного добутку. Вкладення в
куби. Компактифiкацiї 181

А. Компактнiсть топологiчних добуткiв 181
Б. Вкладення у тихоновськi куби 184
В. Вкладення у гiльбертiв куб 185
Г. Компактифiкацiї 187

Лекцiя 3. Стоун-чехiвська компактифiкацiя. Александровська
компактифiкацiя. Локальна компактнiсть 190

А. Порiвняння компактифiкацiй. Компактифiкацiя
Стоуна-Чеха 190

Б. Локально компактнi простори. Компактифiкацiя
Александрова 193

Лекцiя 4. Паракомпактнiсть i метризовнiсть 200
А. Властивостi сiмей множин у топологiчному просторi 200
Б. Паракомпактнi простори 201
В. Теорема Стоуна 201
Г. Теорема Нагати-Смирнова про метризовнiсть 203
Д. Стиснення покриття i розбиття одиницi 204

Роздiл IV. Многовиди 210
Лекцiя 1. Локально евклiдовi простори. Топологiчнi многовиди 210



Змiст 7

А. Карти. Локально евклiдовi простори 210
Б. Топологiчнi многовиди. Внутрiшнiсть та край 212
В. Атлас многовида 214
Г. Задання топологiї на многовидi з допомогою атласу 215
Д. Еквiвалентнi атласи 216
Е. Компоненти зв’язностi многовида. Вiдкритi i замкненi

многовиди 217
Лекцiя 2. Диференцiйовнi многовиди. Функцiї на многовидах.

Дифеоморфiзми 220
А. Класи гладкостi функцiй 220
Б. Координатне зображення функцiї, визначеної на

пiдмножинi многовида. Перевiрка неперервностi та
класу гладкостi такої функцiї 222

В. C r -узгодженiсть карт та C r -атлас 223
Г. C r -еквiвалентнiсть атласiв. Структура диференцiйовного

многовида 224
Д. Коректне означення класiв гладкостi для функцiй у

многовиди та мiж многовидами 224
Е. Приклад побудови атласiв диференцiйовних многовидiв

та перевiрки гладкостi вiдображення мiж ними 226
Ж. Дифеоморфiзми 227
И. Утворення нових диференцiйовних многовидiв з

iснуючих 227
Лекцiя 3. Вiдображення мiж диференцiйовними многовидами та

їх локальна будова 231
А. Матриця Якобi i сильна похiдна 231
Б. Теореми про неявну функцiю та про обернену функцiю 232
В. Вiдображення пiвпростору у себе, яке локально зберiгає

край, i обернене до нього 233
Г. Ранг матрицi Якобi локального зображення. Випадок

лiнiйно незалежних рядкiв 235
Д. Регулярнi точки диференцiйовного вiдображення.

Регулярнi вiдображення. Iмерсiї i субмерсiї 237
Е. C r -вкладення та C r -пiдмноговиди 238
Ж. Правильнi вiдображення 238



8 Змiст

И. Будова правильного у точцi вiдображення мiж
многовидами рiвної вимiрностi. Локальний
дифеоморфiзм 240

К. Правильнi у точцi вiдображення мiж многовидами рiзної
вимiрностi 241

Л. Задання диференцiйовних многовидiв у скiнченновимiрному
евклiдовому просторi рiвняннями та нерiвностями 244

Лекцiя 4. Дотичний простiр до диференцiйовного многовида.
Дотичне розшарування 248

А. Диференцiювання та його координати 248
Б. Дотичний простiр як множина диференцiювань.

Перетворення при змiнi локальної системи координат 249
В. Дотичнi вектори як швидкостi кривих у точцi 250
Г. Побудова диференцiювання у точцi на основi кривої, що

проходить через точку 251
Д. Дотичний многовид 252
Е. Дотичне розшарування 253
Ж. Векторнi поля та їх iнтегральнi кривi 253
И. Вiдображення дотичних просторiв, iндуковане

диференцiйовним вiдображенням мiж многовидами 254
К. Порiвняння орiєнтацiї баз лiнiйного простору 255
Л. Порiвняння орiєнтацiї баз дотичних просторiв у рiзних

точках диференцiйовного многовида 256
М. Орiєнтовнi i неорiєнтовнi многовиди 259

Роздiл V. Елементи алгебраїчної топологiї 263
Лекцiя 1. Гомотопiї i ретракцiї 263

А. Гомотопiя мiж вiдображеннями 263
Б. Гомотопiйнi класи та гомотопiйна еквiвалентнiсть 265
В. Обмеження та об’єднання гомотопiй 266
Г. Зв’язанi гомотопiї 266
Д. Коли гомотопнiсть є гарантованою? 267
Е. Стягуванi простори 268
Ж. Ретракцiї i ретракти та їх види 269

Лекцiя 2. Фундаментальна група 273
А. Параметризованi кривi та замiни параметра 273
Б. Еквiвалентнiсть кривих. Петлi 273



Змiст 9

В. Добуток кривих 275
Г. Змiна кривих на еквiвалентнi та вибiр замiн параметра не

впливають на клас добутку 276
Д. Асоцiативнiсть множення кривих з точнiстю до

еквiвалентностi 277
Е. Множення класiв петель. Фундаментальна група 278
Ж. Як залежить фундаментальна група вiд вибору базової

точки? 279
И. Гомоморфiзм фундаментальних груп, iндукований

неперервним вiдображенням 280
К. Фундаментальнi групи ретрактiв та стягуваних просторiв282

Лекцiя 3. Накриваючi простори та пiдняття вiдображень 286
А. Накриття топологiчного простору 286
Б. Iснування i єдинiсть накриваючого шляху 288
В. Пiдняття вiдображення з одиничного квадрата.

Еквiвалентнi кривi мають еквiвалентнi пiдняття 289
Г. Пiдняття вiдображень з лiнiйно зв’язних просторiв 291
Д. Унiверсальне накриття та застосування його

автоморфiзмiв для обчислення фундаментальної
групи 294

Е. Фундаментальна група кола 297
Лекцiя 4. Обчислення та застосування фундаментальних груп 300

А. Фундаментальна група добутку просторiв 300
Б. Вiльний добуток груп. Пряма сума абелевих груп 301
В. Фундаментальна група букета просторiв 303
Г. Гомотопiйно еквiвалентнi простори мають iзоморфнi

фундаментальнi групи 308
Д. Приклади застосувань фундаментальних груп 308

Предметний покажчик 315

Лiтература 324



Вступ

Зростання ролi геометричних i топологiчних методiв не тiльки в ма-
тематицi, а й у механiцi, фiзицi, бiологiї, економiцi тощо змушує розгля-
дати топологiю як одну з основних дисциплiн, яка поряд з математичним
i функцiональним аналiзом, лiнiйною та загальною алгеброю, диференцiй-
ними рiвняннями складає фундамент сучасної математичної освiти. Мо-
ва теоретико-множинної (загальної) топологiї важлива не лише для дифе-
ренцiальної геометрiї та топологiї, а й скрiзь, де вживаються поняття не-
перервностi та близькостi, тобто практично у всiх математичних курсах,
включно з прикладними на зразок рiвнянь математичної фiзики та методiв
обчислень.

Водночас досi немає єдностi щодо нормативного обсягу i змiсту ви-
кладання топологiї для математикiв — цей предмет може викладатись на
протязi семестру чи року, бути окремим курсом чи об’єднаним з диферен-
цiальною геометрiєю, або взагалi подiленим на двi частини — вступну (для
бакалаврiв) та поглиблену (маґiстерську). Рiвень складностi та детально-
стi викладу теж залежить вiд мети — дати студентовi загальне уявлення
про основнi роздiли топологiї, як у пiдручнику [15], або пiдготувати випу-
скника унiверситету до аспiрантури з геометрiї i топологiї, для чого iде-
ально надаються [1, 7, 13]. Не претендуючи на останнє, автор мав на думцi
два основнi застосування свого тексту — як бази для лекцiйного курсу та
як нескладної книги для самостiйного вивчення чи повторення основ то-
пологiї. Хоча вибiр i тем, i матерiалу у межах теми залишається за викла-
дачем або читачем, рискою збоку сторiнки видiлено “менш обов’язковi” i
складнiшi частини змiсту, якi можна оминути при браку часу або винести
на самостiйне опрацювання. Двома рисками позначенi технiчно складнi
мiркування, якi вимагають вищого рiвня абстракцiї, наприклад, iз засто-
суванням леми Цорна чи трансфiнiтної iндукцiї. Така “багаторiвневiсть”
полегшить пристосування до можливостей викладача i студента та вимог
навчального плану.

Пiдручник охоплює загальнотопологiчну (основну) частину унiверси-
тетської програми з топологiї разом з елементами теорiї многовидiв та ал-
гебраїчної топологiї — роздiлiв, якi варто розглянути детальнiше у межах
предметiв за вибором.
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Двадцять п’ять лекцiй подiлено на п’ять роздiлiв. Перший роздiл має
пiдготовчий характер i розглядає загальнi властивостi множин, їх вiдно-
шень та вiдображень (з точки зору “наївної” теорiї множин, чого достатньо
для бiльшостi застосувань), а також метричнi простори, їх властивостi i
вiдображення. Читач може обмежитись цим роздiлом, якщо його метою є
краще засвоєння математичного та функцiонального аналiзу.

Другий роздiл мiстить виклад основних понять i фактiв, пов’язаних
з топологiчними просторами. Описано способи задання топологiї, найва-
жливiшi властивостi топологiчних просторiв та їх пiдмножин, дiї над про-
сторами. Розглянуто неперервнi вiдображення, їх властивостi та задачу
продовження неперервних функцiй.

У третьому роздiлi детально розглядаються важливi (зокрема, для ма-
тематичного та функцiонального аналiзу) властивостi типу компактностi,
а також їх застосування до задачi метризацiї (тобто з’ясування, чи задає-
ться дана топологiя деякою функцiєю вiдстанi).

Четвертий роздiл присвячено основним поняттям i елементарним фа-
ктам теорiї многовидiв. Диференцiйовнi многовиди є предметом диферен-
цiальної топологiї i близько пов’язаної з нею диференцiальної геометрiї,
тому ми залишаємо для останньої вивчення глибоких i красивих геоме-
тричних аспектiв цiєї теорiї. Наприклад, “за бортом” залишились класи-
фiкацiя двовимiрних многовидiв, тензорний аналiз та рiманова геометрiя.
У пiдручнику подано тiльки загальнотопологiчнi основи, щоб читач мiг
скласти уявлення про топологiчнi та диференцiйовнi многовиди i розумiти
строгий змiст зазвичай наочних та неформальних геометричних побудов i
мiркувань.

У п’ятому роздiлi ми знайомимо читача з елементарними поняття-
ми теорiї гомотопiй i теорiї ретрактiв, достатнiми для обчислення фунда-
ментальних груп найпростiших просторiв. Метою є демонстрацiя основної
iдеї алгебраїчної топологiї — функторiального переходу вiд топологiчних
просторiв та їх вiдображень до алгебраїчних об’єктiв та їх гомоморфiзмiв.

Важливi поняття та теореми iлюструються прикладами. Кожна лекцiя
супроводжується питаннями для (само-)контролю засвоєння та вправами,
якi є основою для проведення практичного заняття з даної теми (в поєд-
наннi зi збiрником [14] та iншими). Вправи мiстять значну кiлькiсть дода-
ткового матерiалу, який, втiм, не обов’язковий для вивчення наступних
тем. Пiдручник може використовуватись i як довiдник, чому сприяє де-
тальний предметний покажчик.


